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Resumen

Es bien sabido que los encajes de Sobolev se pueden mejorar en presencia de simetrias. En
este trabajo, consideramos la situacién en la que dado un dominio = ©; x Qy en RY con
una simetria cilindrica, y actuando un grupo G en §2;, para esta situacién se muestra que el
exponente critico de Sobolev aumenta en el caso de encajes en espacios de Lebesgue con peso
L7(€2). En este articulo, enunciaremos varios resultados basados en los teoremas de Wang,
ayudandonos con los resultados de Hebey-Vaugon, relacionados con encajes compactos de
un espacio de Sobolev con funciones radialmente simétricas en algin espacio con peso L
con ¢ superior al exponente critico usual.
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INTRODUCCION

Es bien sabido que los encajes de Sobolev se pueden mejorar en presencia de simetrias. En
este articulo, consideramos la situacién en la que dado un dominio 2 = Q; x Qy en RV
con una simetria cilindrica, y actuando un grupo G en {1, para esta situacién se muestra
que el exponente critico de Sobolev aumenta en el caso de encajes en espacios de Lebesgue
con peso L} (). En este articulo, enunciaremos varios resultados basados en los teoremas
de Wang, ayudandonos con los resultados de Hebey-Vaugon, relacionados con encajes
compactos de un espacio de Sobolev con funciones radialmente simétricas en algiin espacio
con peso L9, con ¢ superior al exponente critico usual.

Dado un dominio €2 en R”, es bien sabido que para 1 < p < o0, si p < N, el espacio de
Sobolev WP(2) se puede encajar continuamente en LI(Q) si p < ¢ < p*, donde p* éVz; ,
(ver [2], [4]) (recordando que si p = 2, estos espacios son espacios de Hilbert y generalmente
se denotan como H'). Ademés, si Q estd acotado y ¢ < px, el encaje es compacto. Si tomamos
Whr(Q) = {u € WH(Q) : u es radialmente simétrico, es decir, u(z) = u(||z]]), Vo € Q},
segtin el resultado de Lions (ver [14], [15]), W!P(Q) se puede encajar de forma compacta
en L1(Q) para p < q¢ < p*. La idea aqui es mostrar cémo se pueden mejorar los encajes
de Sobolev en presencia de simetrias mediante acciones de un grupo. Esto incluye encajes
en algunos espacios con peso LP, con p mas alto que el exponente critico habitual de
Sobolev. Dichos fenémenos han sido observados en contextos especificos por varios autores.
Por un lado, Hebey y Vaugon ([11], [12]) estudiaron esta situacién en el contexto de una
variedad riemanniana compacta M y un grupo compacto de isometrias G. Consideraron
la dimensién de la 6rbita del grupo, que se llama k, y analizaron el espacio de Sobolev
Wolg(M) = {u e WyP(M): uoo=u Yo & G}. Demostraron que el exponente critico de
Sobolev aumenta si no hay puntos en un subconjunto abierto con cerradura compacta €2 de
M con érbitas discretas bajo la accion de GG, obtuvieron un maximo exponente critico para
el encaje de Wolg(Q) — LI(Q) por 1l <g¢g< IJ)\ENk k;

Por otro lado, Wang ([19]) estableci6é los resultados de encaje en un dominio regular
con simetria cilindrica. Al hacer H}(Q) = {u € HJ(Q) : u(x1,z2) = w(zy, ||22]]), Vo € N},
demostré que tomando h = [|z]|', € Qy y [ un ntimero real positivo, la cual es radialmente
simétrica en (2o, entonces, existe un nimero positivo 7, que depende de las dimensiones de
0 y Qs tal que el encaje HY(Q2) — LI(Q) es compacto para 1 < ¢ < 2* + 7, donde 2* es el
dado por los teoremas de encaje de Sobolev.

Nuestro objetivo aqui es el estudio de los encajes de Sobolev, generalizando los resultados
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de Wang utilizando los obtenidos por Hebey y Vaugon. Primero, tratamos lo encajes de
Sobolev en un dominio con simetria cilindrica. Este dominio se tomard de la siguiente
manera: Sea Q = O x Qy en RY; donde ; es un conjunto acotado de la clase C*
en R™, y Oy en R/ es una bola de radio R centrado en el origen. Después de esto,
involucraremos la accién de los grupos, haciendo que un grupo G actie sobre ;. Con
esto, definimos un Espacio de Sobolev G—invariante en €2 y radialmente simétrico en €2,
H)o = {u € H(Q): Vg € G u(gr,zs) = u(r1,22)}, y luego, para y € Q,, tomamos una
funcién continua h(y), y definimos el espacio de Lebesgue con peso Li(€2). Basdndonos en
esto, probaremos que bajo ciertas condiciones H ;G(Q) se puede encajar de forma compacta
en L} () por 1 < ¢ < 2; + 1 donde 9 es mayor que el 7 dado por Wang.

Este documento consta de tres capitulos. En el Capitulo 1 tratamos algunos conceptos y

resultados preliminares, el Capitulo 2 contiene un estudio de algunos resultados obtenidos
por Wang; los principales resultados y las pruebas se dan en el Capitulo 3.
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ANTECEDENTES

En el campo de las ecuaciones diferenciales parciales, el estudio de los encajes de Sobolev
tiene un papel vital para el método variacional. La teoria de los espacios de Sobolev vi6 su
origen por el matematico ruso Sergei Lvovich Sobolev alrededor de 1938 [18]. El estudio
de estos espacios surge por la necesidad de tener una herramienta para la comprensién
de la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales. Dichos espacios estan estrechamente
relacionados con la teoria de las distribuciones, ya que los elementos de tales espacios son
clases especiales de distribuciones. Conforme se ha ido trabajando en base a estas teorias,
ha sido necesario estudiar nuevos espacios con caracteristicas y propiedades nuevas. Una de
las propiedades que se han ido estudiando son las simetrias.

Las simetrias juegan un papel importante en los problemas variacionales, por lo que
el estudio de los encajes de Sobolev toma més fuerza, permitiendo resolver mas problemas
relacionados con ecuaciones diferenciales parciales. Se puede ver en resultados recientes, por
ejemplo ([1], [6], [7], [14], [16]). Es bien sabido que los encajess de Sobolev pueden mejorarse
si tratamos con subespacios de funciones invariantes bajo la accién de algin grupo de
simetrias (ver [3], [5], [8], [9], [10], [L7], [20]). Estas condiciones se han utilizado para probar
la existencia de soluciones a problemas de valor en la frontera. En algunos casos, es suficiente
considerar funciones invariantes para analizar bajo qué condiciones ocurre la compacidad
de estos encajes. Sin embargo, la simetria por si sola no proporciona las mejoras deseadas si
nos restringimos a los espacios L” habituales.

Para ir mejorando los resultados de encajes de Sobolev; esto es, mostrar que existe
un exponente p superior al exponente critico de Sobolev tal que I/VO1 () se encaje en LP(2)
de forma continua y compacta, donde ) es un dominio con ciertas propiedades; ha sido
necesario ir estableciendo dichas condiciones y propiedades a los dominios principalmente
para poder tener mejores resultados. Una de estas propiedades es el uso de acciones de
grupos y la presencia de simetrias, las cuales mencionamos anteriormente. Hebey y Vaugon
[12] establecieron resultados de encajes de Sobolev involucrando las acciones de grupos en
una variendad riemanniana M de dimension n, probando que existe un exponente mayor
al exponente critico de Sobolev p* = n”—i) con p un numero real, p > 1. Dicho exponente
depende la dimension de la orbita del grupo que se encuentra actuando en dichas variedades,

denotado por k, con lo cual el exponente pj = £ (fk__k; sea el exponente buscado, y ademas

p; > p*, con lo que Wol’q(M) se encaja de forma compacta en LP(M) si p < pj.

La principal referencia que usaremos sera el articulo [19] donde se estudié el siguiente
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problema: Sea h una funcién continua positiva sobre €, radialmente simétrica sobre .
Entonces existe un nimero positivo 7 tal que el encaje H}(Q) < LI() es compacto para
todo ¢ € (1,2* 4+ 7). Esto es lo que se conoce como un problema de encajes de Sobolev en el
que se involucran simetrias, el cual nos auxilia para el estudio y la resolucién de Ecuaciones
Diferenciales Parciales. En [19] se prueba que bajo ciertas condiciones dicho ntimero 7
existe, con lo que en consecuencia, dicho encaje se puede dar.
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HIPOTESIS Y OBJETIVOS

En este trabajo se hace una generalizacion de los resultados enunciados en [19], lo cual esto
es posible al involucrar un grupo de transformaciones actuando en nuestro dominio 2, como
lo hemos platicado anteriormente. Iniciaremos planteando el objetivo y la conjetura, y en
las secciones posteriores plantearemos los conceptos y resultados que nos ayudaran a probar
dichas conjeturas.

Nuestro objetivo consiste en responder las siguientes preguntas de investigacion:

1. ;Existe un exponente p mayor al exponente critico g € (1,2* + 7), donde 7(h,m, k) es
la que encontramos en el capitulo anterior, para el cual el encaje H}(Q) < LP(Q) es
compacto? De ser asi,

2. ;Dicho exponenete funcionard para los mismos espacios H}(Q) y L1 (Q2)?

Creemos que es posible encontrar argumentos analogos para responder a las preguntas 1 y 2.
Conjeturamos que la respuesta es afirmativa en ambos casos, siempre y cuando involucremos
una accién de grupos en nuestro dominio €2, permitiendo encontrar tal exponente p, y
trabajando en un nuevo espacio de Sobolev. Iniciaremos viendo algunos conceptos de accion
de grupos
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Capitulo 1
FUNDAMENTOS

Para discutir la teoria de los espacios de Sobolev comenzaremos con algunas nociones bésicas
simples que son necesarias para introducir y estudiar estos espacios. Esto es importante,
ya que los elementos de tales espacios son funciones definidas en los dominios de R con
valores reales.

En este capitulo se presentard un material auxiliar necesario para entender la teoria
de espacios de Sobolev. Se discutiran las siguientes nociones: Espacios normados, Espacios
de Lebesgue LP y Espacios de Sobolev.

1.1. Conceptos basicos

En esta seccién abordaremos algunas propiedades que tienen los espacios normados, las
cuales seran de utilidad para el estudio y comprension de los temas posteriores.

Definicién 1.1. Sea X un espacio lineal sobre R. Una norma en X es una funcion
|- ]| : X = R que tiene las siguientes propiedades

1. ||z]] =0 si y sdlo si x = 0.
2. || Az]| = |M||z]| para cualesquiera x € X, A € R.

3. Nz +yl| < |lz|| + ||yl para cualesquiera xz,y € X.

Definicién 1.2. Dado x € RY, definimos

N
1. el = (Zw) .
i=1

2. ||z]|oe = méx |z4].
1<i<N

Lema 1.1 (Desigualdad de Young). Sean p,q € (1,00) tales que % + % = 1. Entonces para
cualquier par de numeros reales a,b > 0 se cumple que

1 1
ab < —a? + =01
p q



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Demostracion. Sia =0 6 b =0 la desigualdad es inmediata.

Supongamos que ab > 0. Como la funcién exponencial e* es convexa tenemos que
e(l—t)u-i—tv S (1 . t)e“ + te?.

Tomemos u = Ina?, v =Inb? y t = 1 con lo que e* = a?, ¢* = b? y t € (0,1). Entonces
q

—_

IinaPrlinpe 1
eplna +qlnb < ZaP 4+ —pt
q

1
ab < —aP + =b1.
b q

— 3

]

Proposicién 1.1 (Desigualdad de Hélder en RY). Sean p,q €

Entonces para cualesquiera x = (x1,%2,...,ZN), Y = (Y1, Y2, - - -

1,1 _
(1,00) tales que ; + = 1.
yn) € RN se cumple que

N N v /N @
> lwiyil < (Z ’$i|p> (Z ’yi‘q> ,
=1 =1 =1

es decir
lzylle < llzllpllyllg,

donde xy = (x1y1, TaY2, - - -, TNYN)-

Demostracion. Si x = 0 o si y = 0 se da la igualdad. Supongamos que ambos son distintos

de cero. Definamos
|| b — |yl

g4I Sl

Aplicando la desigualdad de Young (proposicién 1.1) a a; y b; obtenemos que

i =

a;b; = M
S bl
| i]” |yil®
=Pl * allvly
Sumando todas las desigualdades para ¢ = 1,2,..., N concluimos que
1 N
T, (Z’ “”Z) T (Z’ ) T (Z ryi\q)
1
p|| ||1DH ”p qHquHqu
11
P q
=1

Multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por ||z||,||y||, obtenemos la desigualdad
buscada. O



1.1. CONCEPTOS BASICOS
Proposicién 1.2. Para toda © € RY se cumple que

1ozl < |lz|ls si1<s<r<oo,

2. |zl < N

x||ssi1§s§7“<oo,

3 Nzlls < No|lzflo sil<s < oo.
Demostracion. 1. Sean 1 <s<r=oc0yax=(r1,%2,...,Zy) € RY. Entonces para algin
1 S Z‘0 S N7
s N
3 . = 4 S — |, |8 s
(i tel) = i ot = ol <Dl
1=
De donde

N :
Il = i, Jzi] < (Zw) = izl

i=1
Sean ahora 1

<
particular, |z;| <

s<r<ooyax=(r,29...,0y) € RY tal que ||z|s = 1. En
1 para todo 1 < ¢ < N. Por tanto,

|lzi|" < il
para todo 1 <7 < N.Y asi

N N
lzlly =Dl <D lwil* = [l = 1.
i=1 i=1
Esto es,
]l < 1.

Ahora, sea © = (1, x9,

L oy) € RY y x # 0. Hacemos y = ;- Entonces lylls =1
y en consecuencia, por lo hecho arriba,

X
ol _ oy, <1,
ED

esto es,

[l < s

Y desde luego, si x = 0, [|z]|, = 0 = ||z][s.
2. Sir = s, la desigualdad es evidente.

Sean 1 < s < r < ooy ax = (x1,2,

..,xy) € RN, Hacemos p =



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

asi % - % = 1. Por la desigualdad de Holder en RY (proposicién 1.1),

N
lzls = fail®

VAN
N
1[]=

&5

s

‘X:A\_/
SEE

VR

I[1)=

—

=
~_

Q|

= [[=[]7N
De donde,
zlls < N7 lz]],.
3. Sean 1 < s <ooyz=(x1,79,...,75) € RY. Entonces
N N
lzll; =D lwil* < > llelis = Nl
i=1 i=1
Asi,
1
z]ls < N[]|oo-

1.2. Espacios L?

Definicién 1.3. Sean Q C RN un dominio reqular, suave y acotado yp € R con1 < p < 00.
Definimos el conjunto LP(2) como el conjunto de todas las funciones Lebesgue medibles
f:Q — R las cuales

[ 1@ de < .

Este espacio tiene norma

1l = 1l = ( / |f<as>\pda:)” l<p<co

Definicién 1.4. Sea Q un dominio en RY. Definimos el conjunto L°°(S)) el conjunto de
todas las funciones medibles f : Q@ — R y existe una constante C' tal que |f(z)] < C casi
en todas partes en €2.



1.2. ESPACIOS LP

Podemos asociar la siguiente norma a L,

[flloe = I flloo = mf{C - [f(z)] < C}
casi en todas partes en 2.

Definicién 1.5. Sea 1 < p < oo, denotamos por p' el exponente conjugado tal que
1 1
p D
Tenemos un resultado que sera esencial para trabajar en los espacios L”

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € [1,00]. Si f € LP(Q) y g € LU(Q),
entonces fg € L*(Q) y

1 gllor = / 19l < 1 lvllgll e, (1.1)

Demostracion. 1. Sean p,q € (1,00) tales que %4—% =1.Sif=00sig=0sedala
igualdad. Supongamos que ambas funciones son distintas de cero. Se tiene entonces
que || fllzr) # 0y ||gllze@) # 0. Para cada x € € definamos

@l @)l
1l e 9]l za(e)
Aplicando la desigualdad de Young (ver Lema 1.1) obtenemos lo siguiente

@l f@P @)l
Il @llgllzae) ~ Pl o) allgllieq)’

Ay =

es decir,
F@g@)] < 1l llg] @ g (1.2)
x)g(zx)| < e 9llLe) | ————1|f(x ——|g(x ) )
WIS DIFI g allglFoo)

Como f € LP(Q) y g € L), el lado derecho de la desigualdad (1.2) es integrable,
y ademds, |fg| es integrable. En consecuencia, fg € L'(). Integrando la desigualdad
(1.2) obtenemos

1 = p q q
1l / |fg|s||f|rL<m||g|rL<m<Hf” / i quHM) / |g|>

1
= ”f”L”(Q)”g“Lq(Q) ( ||f|| Hf”L:D(Q WHQH%Q(Q))
1 1
= [[flle@ 9l 2o (1—9 + —)

q
= [[fllze@ llgll o)

como afirma el enunciado.



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

2.81 f € L*(Q) y g € L'(Q), entonces | f|lr=@)lg| es integrable. Como |f(z)] <
|| fllzoo (), entonces |f(z)g(x)| < || fllze@)lg] ct-p. € Q. fg es integrable, con lo
que fg € L'(Q). Integrando la desigualdad anterior, obtenemos

1£gllr @) I/Qlfg\ < HfHLoo(Q)/ngl < fllz=@llgllzie).

Esto concluye la prueba.

En particular, podemos se cumple el siguiente resultado

Proposicién 1.3 (Desigualdad de interpolacién). Sean 1 < p < r < ¢ < o0. Si f €
LP(2) N L), entonces f € L™(Q2) y se cumple que:

Al zr @) < I I1Ee e 1 | ey

1 _ o l1—a
T_p+ q

donde o € (0,1) satisface que

Demostracion. Como p < r < ¢, entonces % < % < %. Como <%,%) es convexo, existe
a e (0,1) tal que = o+ 1_70‘. Por tanto
|f|r — |f|'ra+'r—roz
— |f|7‘a|f|7‘(1—a)

ro

= fPF

11—«

)
T € La (), ademaés

TQ T(
Podemos observar que |f[P» € L7 (Q) v |f|?

1 1 ra  r(l—a)
Tt =t
ra r(l—a) p q

1—
p q

1

= r—

,

=1

con lo que £ y —1

va ¥ Tisay Son conjugados. Por lo tanto, a partir de la desigualdad de Holder
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1.2. ESPACIOS LP

(teorema 1.1) obtenemos que

|mm@=(ﬁuﬂr
= (fursies)
Q

K/me][<gw mwy%qi

7(1

:(Kjﬂﬁ (fir) "

= 1% @1 fll ey

concluyendo la prueba. O

Teorema 1.2. Sea {fy} una sucesion en LP(QY) tal que fr, — f en LP(Q). Sip € [1,00),
existen una subsucesion {fi;} de {fx} y una funcion g € LP(2) tales que

fi,(x) = f(x) ctpxeq,
\fr, (@) < g(x) ctpreQ VjeN

Demostracion. Como { fi} es de Cauchy en LP(2), escogemos k1 < kg < -+ < k; < ki1 <

- tales que
1
o = Fellire) < 5

si m, k > k;. Entonces

(o ¢] o 1
; ”fkpﬂ - sz LP(Q) < ;5 ==

Hagamos fi, = 0y sean

j—1
g; = Z |fk¢+1 - sz
g= Z \fklﬂ -

Por la desigualdad del triangulo

sup g;.

g5l zo0) =

j—1
Z ‘fki+1 - sz
=0
7j—1
< Z kai+1 - sz
=0

7

Lr(Q)
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En consecuencia

/ 195 = 9510
Q

j—1 p
< (Z ||fki+1 - kaHLP(Q))
zo:OO )
< (Z ||fk¢+1 - sz Q))
=0

< 1.

Por el Teorema de convergencia monétona, la funcién |g|P = sup lg;|” es integrable.

Sea Z donde la funciéon g toma valores infinitos, el cual es de medida cero, entonces

- Z |fki+1(l‘) - sz(x)l < o0
i=0

para todo x € 2\ Z, con lo que

[e.e]

Z(fk’b+l<x> — [, ())

i=0
converge para todo x € Q\ Z.
Tomemos .

Fay = 4 U@ = () si w€0\Z
i=0
0 st x€Z.
Dado que
j—1

fkj( ): (sz+1( ) sz(‘r))7

i\
o

entonces fi, (z) — f(z) vy

-1

iy (@) =12 _(froa (2) = fi ()

M.

<.
Lo
)

Frons (@) = fi (@)
@)

(x

(]

<.
[e=]

A

IA
Q@ ©

~—

(1.3)

c.t.p. x € 2. Asi concluimos que existen una subsucesién { fi;} de {fx}, y por el Teorema de

convergencia dominada, funciones f,g € LP(Q), tales que fi,(v) —

8

f@) y |fiy(2)] < g(x)



1.2. ESPACIOS LP

ct.p. v € Qy paratodo j € N,y fr — fen LP(Q). Como f, — f en LP(Q) se tiene que
f=1f. O

Queremos comparar a los espacios LP(§2) y L(€2). A continuacién veremos el siguiente
resultado de comparacion.

Proposicién 1.4. 5i [Q] < 0o y 1 <p < s < oo, entonces L*(2) C LP(Q) y esta inclusion
es continua. Mds ain, para toda f € LP(Q),

HfHLP(Q) < |Q ;” HfHLs(Q) s18 € [1,00)
l .
I fllze) < QU7 [ f]l @) $i s = 00.

Demostracion. Sil<p<s<ooy fe L (Q), entonces |f|P € L»(Q) y

o= ([ (f”)i)i
~(fur)

= [I71%

Ls()

117171

De la desigualdad de Holder se sigue que

1y = / P

= !Q!Tllprs(m

En consecuencia, f € LP(Q2) y

ﬂ
1 fllzr) < Q= [ f

Sil<p<ooy fe€ LX), entonces |f[F < | f|7xy = [fll7xyle c.d. en . Como [Qf <
00, la funcién || f||7~g)le es integrable. Por tanto, f € LP(Q) Integrando la desigualdad

L5()- (1.4)

anterior
/ P < / T
17l / o
(Q) Q
.
es decir,
1
1oy < 1205 1 e (1.5)

9



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Finalmente, si fi, — f en L*(Q2), como las desigualdades (1.4) y (1.5) aseguran la existencia
de una constante C' tal que

| fx = fllze) < Ol fx — f

concluimos que fr — f en LP(Q). Esto prueba que la inclusién L*(2) < LP(2) es continua.
O]

LS

Definicién 1.6. Si f = (f1, fo,- -5 fm) Y f1, fos ooy fm € L*(Q), definimos

1
L) = (ZHfi\sLs(Q)) :
=1

Proposicién 1.5. Si | < o0, 1 <p<s <00,y fi, fay,. -y fn € L7 (). Entonces

1.f1

1F 2oy < (m]Q) | £]

Demostracion. Como || < oo, y p < s, entonces por la proposicién 1.4, L*(Q2) C LP(Q),
con lo que fi, fa,..., fm € LP(Q). Asi, a partir de la proposiciones 1.4 obtenemos

1 llmcay = (f fiipm));

< (St
(fj I zs(m) %
(Z ||fz||m>>

= (mIQ) (1]

Ls()

=

s—p
= [Qf

1

< |Q| spmsp

LS(Q) .

1.3. Espacios de Sobolev

En el estudio de ecuaciones en derivadas parciales surge de manera natural la necesidad de
considerar normas que involucren, no sélo a la funcién misma, sino a sus derivadas. Por
ejemplo, si v es una funcién de clase C' con soporte compacto en un abierto 2 de RY,
queremos pensar en la norma de dicha funcién en un espacio LP(£2). Desafortunadamente, el
espacio de dichas funciones, al que denotamos C}(£2), no resulta completo con esta norma.

Los espacios de Sobolev son espacios de Banach y contienen a C!(€2) como subespacio

10



1.3. ESPACIOS DE SOBOLEV

denso. Consisten de funciones en LP(£2) que tienen derivadas parciales en un sentido débil y
dichas derivadas débiles son elementos de LP(£2). De modo que pensar en una norma tiene
sentido para dichas funciones.

Introduciremos ahora los espacios de Sobolev.

Definicién 1.7. Sean u € LP(2) y o € C(Q). Decimos que g; € LP(Q) es la derivada débil

Denotaremos como ¢g; = %. Si u es diferenciable las derivadas débiles coinciden con las
T
derivadas parciales.

Definicién 1.8. Sea Q C RY un conjunto abierto y sea p € R con 1 < p < co. El espacio
de Sobolev WP (Q) estd definido por

WP (Q) = {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable en Q
ou

€ LP(Q) Vi= 1,2,...,]\7}.
Estableceremos
Hl(Q) = W1’2(Q).

Definicién 1.9. Sea p € [1,00). El espacio de Sobolev Wy *(Q) es la cerradura de C>°(S)
en WP(Q). Demotamos por
Hy(€2) = Wy (92).

En el producto [LP(RM)]N := LP(RY) x ... x LP(RY) (con N factores), p € [1,00),
consideramos la norma

(1 fas oo os ) = (LAS + 205 + -+ L llE)

B =

Notemos que, si ¢ € C*(RY), su gradiente Vi = (g—;’;, e %) pertenece a [LP(RY)|V

para todo p € [1,00).

Por definicién, el espacio de Sobolev W1P(Q) estd contenido en LP(Q). En el estudio
de problemas no lineales surge de manera natural la siguiente pregunta: ;para qué valores
q se cumple que W'P(£2) estd contenido de manera continua y compacta en L9(Q)? A
continuacion estudiaremos esta cuestion.

La herramienta fundamental para este analisis son ciertas desigualdades que permiten
estimar la norma en L9 de una funcién ¢ € C®(R”Y) en términos de la norma en LP de su
gradiente. A este tipo de desigualdades se les suele llamar desigualdades de Sobolev. Estas
desigualdades se extienden por densidad a W'P(Q) y permiten obtener encajes continuos
de éste en otros espacios.

Para el estudio de estas desigualdades, estudiaremos primero el siguiente lema.

11



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Lema 1.2. Sea N > 2 y sean fi, fo,..., fv € LYY RN, Paraz €e RN y1 <i <N
establecemos

fz‘ = (171, Xoyeo oy Li—1,Ti41,- - - 7ZL'N) € RN_l,
es decir, x; es omitido de la N-ada. Entonces la funcion
f(@) = fu(@1) fo(Z2) - - [N (T)

con x € RN, pertenece a L*(RY) y
N
[l @y < H [ fill -1 @v-1).- (1.6)
i=1

Demostracion. Demostraremos esta afirmacién por induccion sobre N.

» Para N = 2, tenemos que Z1 = =3 y T3 = x1, con lo que f(z1,22) = fi(za)fa(z1).
Entonces

||f\|L1(R2):/RQ |f(@)]
-/ | f1(z2) f2(1)]
:/R2 | fi(@)|fa(z1)]

= [ 15l [ 1)

= [ fill ol foll 2o w)-

» Para N = 3 tenemos que f(z) = fi(zq, x3) fo(x1, x3) f3(x1, x2). Primeramente tenemos,
a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L2,

/|f(I1,$2,963)|d$3Z/’fl(Iza$3)||f2($17$3)||f3($17$2)|d$3
R R

= Ty, T2 1\T2,T 2(71,w3)| d

faton ] [ ilenl|foir, )] do

< Ifalar,)| ( / |f1<x2,x3>12dx3)2 ( / \f2<w1,x3>|2dx3)2 |

(1.7)
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1.3. ESPACIOS DE SOBOLEV

A partir de esto, tenemos que
£l = [ 1@
R3

:///|f<$17$2,$3)|dx3dx2dx1
R JR JR _
< /R/R [|f3(:v1,x2)| (/lel(;p%x?’)deg)? (/R|f2($1,$3)|2d1'3)2 .

:/R</R|f2<x1,x3>|2dxg)%/R []f3(x1,x2)| (/R|f1(:z;2,953)|2d;cg>é dary dary.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L? obtenemos:

/R‘fg(xlj%)’ (/R et d%)é tr2 = (/R |fg(931,.9132)|20l932>é (1.8)
(/R/R|fl(932"”3)|2dq;3dx2)57 '

asi,

wmmasé(ém@wwﬁmQQ
( / [|f3<x1,x2>y (/ yf1<x2,x3>|2d:c3)2] dx2> oy
R R
1]l L2(R2 o (21, 23)|? dx ’
SWMWMA(AU( )l Q
(/ﬂg’f3(5€17$2)|2d$2)2 dxz;.

Aplicando de nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L? obtenemos:

iz [ ( [ 1aton o) dea)
(/ |f3(I17$2)|2d$2)2 dry < || fillL2re)
R
(//|f2(951>$3)\2d9€3d1’1)
R JR
(//|f3($1,$2)|2d9€2d$1)
R JR

= [l fill 2@l foll 2@y | f3ll L2 R2),

[SIE

[ SIS
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

asi

[f 2@y < I Allczee) | foll L2 [ 3]l 22 re)-
= Supongamos cierta la afirmaciéon para N y demostrémosla para N + 1.

Fijemos por un momento el valor de xy;. De la desigualdad de Holder

/ |f(@) dxy, dxg, - -+ dxy :/ |fillfa] - - | fngal doq,y dogy -+ day
RN RN

< vl @y

N—1
-~
RN
Aplicando la hipétesis de induccion a las funciones

AT fol B0, | ] ¥

obtenemos
N
N . N N =
/N |fil 3= fo ¥=T - | fn| ¥ =T diwy, dvg, -+ - doy < H HfngN(lRN—l))
R i=1

con lo que se deduce que

N
[ @l o, das, - day < vl [ lzs @

i=1

= || fn+ally @y
N (1.9)
H(/ ]f(a:l,...,xi_l,a:i+1,...,wN,a:NH)\Ndxl
i1 RN—I
dzxa, - de)% .
Ahora hagamos variar z;1. Cada una de las funciones
1
N N
hi($N+1) = (/ |f(l’17 ces Li—15 Litdy - - - 7$N7$N+1)\ dxy, dzy,- - de)
RN—l
con 1 <i < N estdn en LY (R) y su norma es
1
N

|2l v ) = (/ /N 1 (1, i1, Tigty s o, ang)|Y da, dag, -+ doy dﬂCN+1>
R JRN-

= |l fill L~y @y

14



1.3. ESPACIOS DE SOBOLEV

Asi que, integrando la desigualdad (1.3) respecto a xy 1 y aplicando la desigualdad de
N

Holder generalizada, concluimos que H h; € L'(R) y
i=1

o @1 < vl

N
N
/ | | (/N ) |f(w1,.. i1, g1, 2N, o g)| doy, dag, - - dl‘N)
R RN—
=1

Z[=

dfCN+1
N
= vl @y || ] hi(enea)
=1 L'(R)
N

< il @y [T IRl oo wy
-1

N
= | fwsll ooy [T Il v ey
-1

N+1

= [T Ifill v ).
=1

Esta es la desigualdad deseada.

O
Definicién 1.10. 5i 1 < p < N se define el exponente critico de Sobolev como
«_ _Np

Teorema 1.3 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sea 1 < p < N. Entonces
Whr(RN) C LP"(RY), donde z% = % — + y existe una constante C'= C(p, N) tal que

ull Lo+ mvy < Cll V| ooy Yu € WHP(RY), (1.10)

Demostracion. Consideremos el caso p = 1, con u € CH(RY). Se tiene que

1 Ou
|U<CC1,LL‘2,...,CC,—L)| = ‘/Ooa_xl(tlaan"'7xn) dtl

| Ou

S/_Oo 6—1:1(t1,x2,...,$n) dtl
| du

S/;OO 8—:1:1(t1,$2,...,$n> dtl

Esto lo podemos hacer para z; con ¢ =1,2,..., N, asi

dt. (1.11)

1 du
lu(z)| < ax'(arl,xg,...,xi,l,t,xiﬂ,...,xn)
—00 1
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Si N > 2, definimos

- | Ju
fl(xl) = (/ ‘ax‘(xbm??' . 7xi—17t7$i+1a s 7$n)

Notemos que fi, fo, ..., fx € LY Y(RN1) y

| fill 1 w1y :/N | fi(Z:)| doy dxy - - - doi_y dogyy - day

8u
Toy oy Ty 1y by Tt 1, oy Ty)
]RN 1
dCL’Z‘_’_l dl’N
ou
= —(z1, %2, ..., Tic1, by, Tig1, -, Ty)| dXy -+ - doy
RN 8%
‘ ou
= )
aIi L1 (RN)

.

dtl dl‘l dIQ e

Elevando a la ﬁ la desigualdad (1.11) y tomando el producto de todas estas obtenemos

N
N
sllae

De la desigualdad (1.12) y aplicando el lema 1.2 obtenemos lo siguiente

N
N -
[ @i < [ (foa:z))
RY RY i=1
Nl ou || ¥
<
i 19l
Por consiguiente
Nl ou N
i1 11 9Tl )

Como la media geométrica es menor que la media aritmética, es decir,

1 _artas+---ay
(arag---ap)n < ,

n
podemos concluir que
N G || al
H ox; LIRN) NZ (‘9@ LIRN)
%“VUHU (RN)-

16
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1.3. ESPACIOS DE SOBOLEV

Por lo tanto

1
Il L@y S NHVUHU(RN)- (1.14)
Con esto probamos la desigualdad (1.10) para p = 1. Veamos el caso para 1 < p < N,

todavia con v € CH(RY). Sea m > 1, y consideremos a |u[™ 'u en lugar de u. Entonces
usando la desigualdad (1.13)

N—-1 N-1

~ N\~
( / ||urm-1urNN—1) _ ( / \uwﬁ)
RN RN

Aplicando la desigualdad de Holder con p tenemos que

p—1

1 1
N ¥ P17 W 1w
ou N (m=1)p \ P Oou |P\ »
m—1
m u —_— <m U 1
(L) <m1[( L)) (LK)
(/ | |<m11)p)p;11—N[ ou Il
= m u p— X
RV i 10| Loy
Con esto
& 7N oy ¥
</ |u|131N1> <m </ |u|(m—1)p’> H ,
RN RN i1 31132 LP(RN)
o equivalentemente
=" 1
m (m—1
() Tl
RN - RN 83;Z LP(]RN)
ull ay < milu .
e - .

Entonces elegimos m tal que mN = p'(m — 1). Dado que 5 + 17 = 1, entonces

mN P
= ~1

y despejando a m tenemos que

m= N(p_lfg
N-1 P
~N—-1/( pN
N (N—p)
N-—-1,
= p
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ya que z% = % — % Asi obtenemos
N 1
ul|™ v < mlu H
e = .
N L
Jull 7y < L T \
LP* (RN) L 11 3% o)
1
N
[l e vy el o ey <
L (RN) T e (RN 5% Lp RN)
[l :
Lr*( 8% P (Y

A partir de lo anterior y de la proposicién 1.2, inciso 2, podemos obtener lo siguiente

N

N-1.
il < (o) 11
=1

SR §
- N

L
N

ou
Gmi

LP(RN)

1
P P
LP(RN))

ull Lo myvy < ClIVull o) (1.15)

ou
817

i=1 LP(RY)

(50 vt (5] 2
al‘i

IN
]

V|| mry,

concluyendo que

para toda u € CHRN).

Finalmente, sean u € WP(RY) y {u,} una sucesién en C}HRY) tal que u, — u en
WhP(RN), es decir, ||u, — ul|pp@yy — 0, [[Vup — Vu|peyy — 0, ademds podemso
considerar {u,,} una sucesién de Cauchy en W1P(RY). De la desigualdad (1.15) se sigue que

[ttn = | o= wervy < OV = Vg || o@yy < Cllun — wnl[wre @) (1.16)

para toda m,n € N. Por tanto, {u, } también es una sucesién de Cauchy en LP"(RY), con lo
que u, — ven LP (RY). Como u,, — uen LP(RY), por el Teorema 1.2, existe una subsucesién
{un,} de {u,} tal que u,, = v(x) c.t.p. z € RY. Por tanto, u(z) = v(z) c.t.p. € RV. Con
esto, u € LP" (RY) y de la desigualdad (1.15), tenemos que

|l Lo* @y < dm |t || o+ vy < ¢ lim V| Lr@yy = Cl|Vul| o @ny, (1.17)
obteniendo la desigualdad buscada. O
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1.3. ESPACIOS DE SOBOLEV

Corolario 1.1 (Encaje de Sobolev). Sea 1 < p < N. Entonces
WhP(RY) C LYRY)
para todo q € [p,p*|, donde la inclusion es continua.

Demostracion. Dado que ¢ € [p, p*], podemos escribir

1 a 11—«

con « € [0, 1], y entonces usando la desigualdad de interpolacién (proposicién 1.3)
el oy < a5
< Jullze@ny + lull Lo @y
Del teorema 1.3 tenemos

HuHLq(RN) < HUHLP(RN) + HUHLP*(RN)
< HU’HLP(RN) + CHVUHLp(RN) (118)

< lullwresy
para toda u € WIP(RY). O

Ahora si tenemos un conjunto abierto arbitrario acotado €2, podemos deducir del Corolario
1.1 la siguiente desigualdad.

Teorema 1.4 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q un subconjunto abierto y acotado de RY.
Eziste una constante C' > 0, que depende solo de N, p,q tal que

1,11
lull Loy < Q%[ Vul| ooy (1.19)

para todo w € WyP(Q). Ademds, sip € [1,N) entonces Wy " (Q) € LI(Q) para cada q € [1,p*]
y la inclusion es continua.

Demostracion. Sip € [1,n)y q € [1,p*], aplicando las desigualdades de la Proposicién 1.4 y
el Corolario 1.3 obtenemos que

p*—q
[ull Loy < Q7T [lul| Lo (o

_1OlE =
= |Qa"7 UHLP*(Q)

1,1 1
< ClQ[V 8| V| oo

para todo u € Wy (). O
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.4. El teorema de Rellich-Kondrachov

Ahora veremos que cuando €2 es acotado y ¢ < p*, el encaje es compacto. A continuacién,
probaremos esta afirmacién. Primero, veremos algunas definiciones relacionadas a la
compacidad en LP.

Definicién 1.11. Un subconjunto A de X es relativamente compacto en X si su cerradura
A en X es compacta.

Definicién 1.12. Una funcion v : X — Y entre espacios métricos es compacta si para
cualquier subconjunto acotado A de X el conjunto u(A) es relativamente compacto en Y .

Definicién 1.13. Dados £ € RY y f : RY — R, denotamos por Tef : RN — R a la
traslacion de f por &, es decir,

Tef(x) := f(z = &)
Si p € [1,00), veremos bajo que condiciones un subconjunto K de LP(£2) es compacto.

El siguiente resultado se conoce como el teorema de Fréchet-Kolmogorov. A continuacion lo
enunciaremos, cuya prueba puede consultarse en [4]. Aqui lo asumiremos.

Teorema 1.5 (Fréchet-Kolmogorov). Sean p € |
con w CC Q y K un subconjunto acotado de LP
e >0 existe 6 € (0,d(w, RN\ Q)) tal que

1,00), Q y w subconjuntos abiertos de RY
(Q) con la siguiente propiedad: para cada

|Tef — fllzrw) <€ (1.20)

para todo £ € RN con ||€]| < 0 y para toda f € K. Entonces el conjunto K, = {f1,,: f € K}
es relativamente compacto en LP(w).

Corolario 1.2. Sean p € [1,00), Q un subconjunto abierto de RY y K un subconjunto
acotado de LP(QY), con las siguientes propiedades:

1. Para cada ¢ > 0 y cada abierto w CC Q existe 6 € (0,d(w, RN\ Q)) tal que
ITef = fllerw) < e
para todo £ € RN con ||€]| < § y para toda f € K.
2. Para cada € > 0 existe un abierto w CC €2 tal que
1f e @) <€
para toda f € K.

Entonces K es relativamente compacto en LP(S).
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1.4. EL TEOREMA DE RELLICH-KONDRACHOV

Demostracion. Probaremos que K es totalmente acotado, ya que si es totalmente acotado,
es relativamente compacto. Dado € > 0 escogemos un abierto w CC €2 tal que

Wl ™

1A llzr @) <

para toda f € K. Por el Teorema 1.5, K, = {f1,, : f € K} es relativamente compacto en
LP(w). De modo que existen gy, ..., g, € K tales que

" g
K. | JBuw <g7;lw, 5) .

i=1
Es decir, para cada f € K existe i € 1,...,m tal que ||f — gil[zr() < §. Por tanto,
1f = gilleey = IIf = flo + 1 — 9ilo + gile — gill @)

< |f = flulle) + 191 — gilullze) + 119ide — gill e o)
= [ fllzr@w) + IIf = gilullr@w) + |9l Lr@\0)

LS, ELF
3 3 3
=£.

Esto prueba que
€
K C UBLP (glv 3> 3

asi que K es totalmente acotado. Por tanto, K es relativamente compacto en LP(€2). O
Para ver el Teorema de Rellich - Kondrachov, empezaremos probando el siguiente lema.
Lema 1.3. Siu € WH(RY) y £ € RY entonces

1 Tew — ull @y < [IVa] L1y [€]]-

Demostracion. Sean ¢ € C®(RY) y x,& € RY. Aplicando el teorema del valor medio a
f(t) =p(x—t&) ,t € R, para ty € (0,1), tenemos que

oo =) — o) = T IO _ pi) - voa 1) €
Por tanto
ol =€) = pl@)] = |3 52— t08)6
< Z:: 7 ’|§

< i€l

@
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Integrando esta desigualdad respecto a x concluimos que

e = el = [ lole =€) = pla)

< [ el (Z g;:(m—tog)')

= el (Z /. >D

~ il (Z s

i=1 0z;

= [1€EllIVell @),

90
Ox;

Ll(]RN)>

Si u € WH(RY), tomamos una sucesién {¢p} en C®(RY) tal que o, — u en WHHRY).
Entonces [|or — ullpr@yy — 0, [|[Teor — Teullpimyy — 0y [[Vor — Vul|pigyy — 0. De la
desigualdad anterior se sigue que

para toda ¢ € C°(RY).

1Tew = ull vy = M {[Teor — @rll@yy < Hm[EHIVerl@y) = €Vl ey

probando el resultado. O

Teorema 1.6 (Rellich-Kondrachov). Si © es un subconjunto abierto y acotado de RN, p €
[1,N) y q €[1,p*), donde z% = % — . entonces la inclusion WyP(Q) € LYQ) es compacta.
Demostracion. Sea A un subconjunto acotado de WyP(2). La desigualdad de Poincaré
(Teorema 1.4) implica que A es un subconjunto acotado de L%(Q2) para todo ¢ € [1,p*].
Para proseguir con la prueba, identificamos a una funcién definida en un abierto con su
extension trivial a todo RY. Probaremos que A satisface las hipétesis (1) y (2) del corolario
1.2 cuando ¢ € [1,p").

Sean ¢ > 0 y w un abierto tal que w CC Q. Sea C > 0 tal que [jul|prgyy < C
para todo v € A. Como la integral es invariante bajo traslaciones se tiene que ||T¢ul| ;- (RN
para todo u € A y £ € RY). Usando la desigualdad de interpolacién (Proposicién 1.3), el
Lema 1.3 y la Proposicién 1.5, concluimos que existe C7 > 0 tal que

|1 Tew = ull pogeny < [ Tew — ull§r o | Tew = ull % g,

< | Tew — ull fagey [ Tewll e vy + lull o @)
< (20)' 7| Teu — ul 21w,

< (20) eI Vullg ]RN)

< (20)" gl (mlaf) ™
< Cy€]l7,

)
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1.4. EL TEOREMA DE RELLICH-KONDRACHOV

para toda u € A, y donde a cumple la condicién % =a+ 11;0‘. Podemos observar que o > 0

Q=

si ¢ € [1,p*). Tomando § € (0,d(w, RN \ Q)) tal que 6 < (Cil) se tiene que
[Teu — ull Loy < CllE]°

)]

para toda £ € RY con ||£|| < & y para toda u € A. Asf, A satisface la condicién (1) del
corolario 1.2.

Q=

<

:g,

Por otro lado, la Proposicion 1.4 asegura que, para cualquier abierto w C €2
1_1
[ullLo@vw) < llull o @) |2\ wla™#"
< Ol \ wls 7,

para toda u € A. Puesto que 2 es acotado y tomando 8 = % — z% > 0, podemos elegir un

1
abierto w CC  tal que [\ w| < (£)7. Se tiene entonces que
lullzogre) << ClQ\ w]?
118
€\B
<C (—)
@
=e.

Con esto, A satisface la hip6tesis (2) del corolario 1.2 cuando ¢ € [1,p*). Por lo tanto, A es
relativamente compacto en L4(€). O
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Capitulo 2

ENCAJES DE SOBOLEV
INVOLUCRANDO SIMETRIAS

En este capitulo se presenta una revision bibliogréafica de los temas principales sobre los que
se basan nuestros resultados. La principal referencia que usaremos serd el articulo de Wang
[19], donde realizaremos un analisis de los resultados mostrados en el mismo, el cual nos
ayudara a entenderlos para poder establecer nuestros propios resultados.

2.1. Conceptos preliminares

Notacién: Sea Q = Q; x Q, un conjunto acotado de clase C' en RY, con ; C R™, con
m > 1y Qy CRF, con k> 2, una bola de radio R con centro en el origen. Con base en esto,
N = m + k. Denotamos

Hj ={u e H&(Q) cu(wy, ko) = w(wy, ||2|]), Yas € Qa}.

Para h una funcién Hélder continua no negativa en 2, denotamos el espacio de Banach L} ()
(espacios LP con peso) con la norma

1
ol = [ )"
Q

Para un nimero entero positivo N y p = 2, escribimos el exponenente critico de Sobolev

N-2

or _ 2 si N >2
|l o si N <2.

Denotaremos como m, k y N las dimensiones de €2y, 2 y () respectivamente, en consecuencia,

N=m+ky
ou Ou ou
Vlu N (83?11 ’ 85(712 T al'lm) ’
ou Ou ou
VQU a (81’21 ’ 81’22 Y 8x2k>
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2.2. LEMAS FUNDAMENTALES

los gradientes parciales sobre €2y y )y respectivamente.

Observemos que si r = ||a5, entonces 2% = v %

8:522. EW, con 1 = 1,2,...,k, con lo
que

SO (TENRTE N

or Twall r Tzall " 0r Tal
[ Ou  Ou ou
N <8x21 "0y, (?xgk)
= Vau,

por tanto, Vu = (Viu, Vau).

2.2. Lemas fundamentales

Lema 2.1. Sea dim Q3 = k > 3, entonces para u € H(Q), tenemos

e, 2
o) < = ([ 1)
ool = o,

para todo x € €2, donde C}, es una constante que depende solo de k.

Demostracidn. Sea v € HI(Q) N C(Q), entonces u(xy, 2) = w(z1, ||7s]]). Podemos ver a
w como w : ; x [0, R] — R. Ademas, ||z2|| < R. Del Teorema fundamental del calculo
obtenemos lo siguiente

R
0
[, i@ = v ) e o)

= w(z, R) — u(xy, z3).

Como w € C*(Q), entonces w(x1, R) = 0, con lo que

B ow
—u(xy, ) :/ — (a1, 1) dt.
las ) Ot

Operando y usando la desigualdad de Holder (véase Teorema 1.1) tenemos que

R 5
u(zy, )| < ‘/m” a—?(xl,t) dt‘

B ou
< xq,t)| dt
B /|sz ot ( ' )'
R au k—1 1-k
= T1,t)|t 2t 2 dt
/IaczII ot ( ' )‘

N
[N

ou

ot o @ t)

(L

2 R
th1 dt) ( / ik dt)
A
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Denotamos por w;, la medida de la esfera unitaria, entonces

R 2 R 2
aU/ k—1 1 / aw k—1
t)| t dt = —k t)| t dt
/|x2|| AR i gy |08 ot
1 ow 2
= o N - (@1, ||z2]])| das
_.ka,l/“|vzu}xh|uaun dr,
L Vauen, @) d
= — u(xy, T x
ko o, 2U(T1, T 2
1
< k_wk N |Vu(xl,x2)|2dx2
Por otra parte,
/R - $2—k R
T dt =
| 2= K0
B Rka B ||x2||27k
S 2—k  2—k
B 1 1
-~ (k=2)Jxa*2 (k- 2)RF?
1

< .
= (k= 2)[|ao*2
Asi

1

1 1 2
lu(x)] < T P " (/ |vu|2)
(k= 2)F oo % g \Jo,

En el caso de k = 2, se necesitard este lema

Lema 2.2. Sea dim Qo =k =2, y sea b > 1 un nidmero real, entonces para uw € H} (), y
todo x € (), tenemos

o) < iy [ 19 (2.)

bA;
)l < i [ i

Demostracion. Usando el mismo argumento del lema 2.1, tenemos que

R 19
o) < [ |G| i
R
:/ %l;(xl,t) 1R .
llz2]]
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2.2. LEMAS FUNDAMENTALES

Usando la desigualdad de Holder tenemos que

R R
[l [E21]

aﬂmﬁpﬁ<mﬁﬁﬁ.

Denotamos por wy la medida de la esfera unitaria, entonces

ow

o e t)

/|IQ| aﬁz:(l’l, |t dt = k%%kwk/ljl %_Z)(wl,t) 1 gy
- ki}k %1;(% “5’72\’)’ day
<, IPavten e
k:%)k 0, |Vau(zy, 22)|
= kiwk o, |Vu(zy, z2)|.

Asi,
1 1
|u(@1, 22)] < ——/ [Vul.
Qg

< Tl e

Reemplazando u por u’ en la desigualdad (2.1), tenemos

b b
r|_Hka1/|Vur

b—1
—Hx e / blul* |V

bA;
=~ Tt / o Vul.

]

A continuacién, enunciaremos un lema que serd un auxiliar importante en nuestros resultados
y cuya prueba se encuentra en [18]

Lema 2. 3 (Lema de Sobolev). Sean p > 1 y ¢ > 1 dos numeros reales. Definimos \ como
+ p + S =2con0<\<N, entonces existe una constante K(p,q, N), tal que para toda
feln@) yge L),

/ / |z — yH)\ dx dy < K(p,q, )HfHLp(Q)HgHLq(Q)

En base al lema 2.3, definimos el siguiente operador llamado potencial de Riesz y sus
propiedades.
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CAPITULO 2. ENCAJES DE SOBOLEV INVOLUCRANDO SIMETRIAS

Definicién 2.1. Sean 1 < p < co y A un numero real con 0 < A < N. Dada v € L*(Q),
definimos

[,
Vi) = / e —yl*

A continuacion veremos algunas propiedades de este operador, que seran importantes para
la prueba de los resultados posteriores.

Lema 2.4. Sea u € CH(RY). Si A= N — 1 en el potencial de Riesz, entonces
u(z)] < CV(Vu)(z),
con z € RY

Demostracién. Sean x,y € RY, y escribimos r = ||z — y|. Sea 6 € SN~! la esfera de
dimensién N — 1 de radio 1. Introducimos coordenadas ”polares” (r, ). Dada u € CH(RY),
el Teorema fundamental del calculo asegura que

> Ou
= —(r,0)d
ux) = [ Grooyar
& ou
_ _ I1=N N—1
= [ = S ar

Con esto, podemos observar que

o ou
_1-nNou N-1
[ G

fu(z)] =
Ou, 6)

< _ 1=N
<[ le—u |5

< [ lle = ol Vulr 0))
0

N dr (2.2)

Integrando la desigualdad (2.2) sobre S¥~1, obtenemos:

/ lu(z)|df < / / |z — y||1_N |Vu(r,0)] rN=ldr d
SN—l SN—l 0
Vu(r, 0

ry [l —ylIV

()] < 1 / [Vu(y)] dy

wn-1 Jrn ||z — Y|V

rN Y dr df

u(z)] < ——V(Vu)(a).

WN-1
Esta es la desigualdad deseada. [

Lema 2.5. Sean Q un conjunto acotado de clase C*, con dim Q@ = N. Entonces existe una

constante positiva C' tal que, para toda uw € LP() y para 1 <1 < NN—_";), se cumple que

||V(u>||L’°(Q) < CHUHLP(Q)-
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2.2. LEMAS FUNDAMENTALES

Demostracion. Para toda g € LE(2) con g > 1y % + % = 1, por el lema 2.3, se tiene que
existe K (p,q, N) tal que

/QV(U)(y)g(y) dy < K(p,q, N)|[ul| Ly |9l Lo (o)

Por el teorema de representaciéon de Riesz, existe v € (L9(2))* tal que ||V (u)|rr@) =
V()o@ = lvllza@)-, teniendo que L"(Q2) = LT(2) = (LI(2))*, con lo que V(u) €
L7, (€2). En base a esto, de la desigualdad de Hélder tenemos que

[ Vet ds < 1Vl gl

= [[vllza@lgllLae)
< K(p,q, N)|ullze@yllgll o,

con lo que
1V (u)llzr) < K(p,q, N)|lull o, (2.3)

probandose la desigualdad. O]

Teorema 2.1. Sea dim Q; = m > 2 y dim Qy = k > 3. Supongamos que h = ||zs]|', con
[ > 0 un nimero real. Entonces el encaje H () — LI(Q) es compacto para q € (1,2* + 1),

donde T = %min {@,l}.

Demostracidn. Sean 0 < a < 2y 0 < b < 2 ntimeros reales. Para u € H!(Q2), de los lemas
21y 24,

b

c? 2
|u<x>|bs%( / |w|2)
a2 \Jo,

u(@)]* < C*(V(Viw))*,

u(z)]* < CCy(V(Viu))* (/ |vu|2)2

= b(k—2)
ol
b
OOV (V) 5
ool )+t < LG (] jgu)
ol 75 Ve

Hagamos v = b(kT_Q) — 1. Asi

ool < 2SI ( | vip) (2.4

2|

o

Integrando (2.4) sobre 2y

|zz+b

|
<
0 ||‘T2||7 0

o ()" <

(V(Vyu)" (/Q |Vu|2)g] |
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Aplicando la desigualdad de Holder con p = % tenemos que

i [ () ] < g ([ vwms) (/ <(/ IV)>)

) (] )
g ([ ) T ([

[ el < 2 1<v<v1u>>ffb>2’ ([rw). es

asi

Por un lado,

Viuw)|l*
VT2l g
Del lema 2.5 tenemos que
( [ 0@a#) T vl g, <A [ 9l
o L2-0b () o
esto si =% s < 27, es decir
(m —2)a +mb < 2m. (2.6)

Usando esta condicién, a partir de (2.5), tenemos que

[ e < ea( [ \wz)a( / |Vu|2)g. (2.7

Integrando (2.7) sobre €y

Lo o () ()

-o(/ |w|2>g | [nmu-w ([ \v1u|2)2_ ,
[t <o [ |w2)g | [szn—v ([ |v1ur2)g] .
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2.2. LEMAS FUNDAMENTALES

Aplicando la desigualdad de Holder con p = % tenemos que

o(/ w?)% /. [nxzn”( 5 wz)%] <o QIVuIQ)% (e (/Q (( X w?))) 2
o(fwe) (/,

(/] |Vu|2)%( Jaa) 2
o)
= et )

téwﬂ%@w%SD(Aﬂmwﬂf;(Awmﬁﬁa (23)

. o, 2;a
Analizando D ||z ||z
Qo

2—a

D

IN

asi tenemos

R
|2 = kwk/ 12 gy
Qo 0

R
= kwk/ t2-a dt
0

1 —2y
= kw tath |B
k ;EZ + L |0
1 —2y
= kw Rz—atF.

el cual es una constante, y esto se cumple si %—i—k > (, es decir. 22_—7(1 < k, o equivalentemente
ka+ (k—2)b < 2(k+1), (2.9)

entonces la expresion (2.8) se reduce a

‘Awﬂ%@WMSA<AWMﬁ%5 (2.10)

En resumen, tenemos (2.10) si se satisfacen las condiciones (2.6) y (2.9). Estas condiciones
son equivalentes a requerir que 0 < a < 2y 0 < b < 2 satisfagan lo siguiente

{ (m —2)a+mb < 2m

ka+ (k—2)b < 2(k +1), (2.11)

o equivalentemente, a que a, b cumplan
2m — (m —2)a

[+2
0<GSM,O<b< ,
m+k—2 m
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m(l +2) 2(k+1) — ka
— < 2 L ———
m+k—2_a< ,0<b< -

Como queremos que sz,:“_zé < 2, entonces [ < %. Lo que nos queda es elegir la condicién
adecuada a y b que verifiquen (2.11), tal que a + b se aproxime a 2 + 7. Entonces definimos

2k — 4
l*:min{l, i },
m

o
e
Sim > 3, para l’ € (0,[*), tenemos
a_m(l’+2)
Com+k—2
B 20k +10")—1UI'm
 m+k-2 "

entonces a y b verifican (2.11). Ademas

- m(l'+2) +2(1{—1—1’)—l’m

m+k—2 m+k—2
2m + 2k + 2l

m+k—2

2n 21
n—2+m—|—/{:—2'

a-+b

Sil" — [*, entonces a + b — 2* + 7.

Si m = 2, entonces, para ' € (0,0*), Q(QTH/) < 2, con lo que 2%1/ < 1. Ademas,
tenemos que
2(I'+ 2)
a=—"—">="
k' )
b=2,
y
2 + 2
a+b= % +2
 2k+2(241)
B k
A2k
B k
_2n N 2l
n—2 k’
Sil' — [*, entonces a + b — 2* + 7. O
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2.3. EL CASO EN DIMENSIONES BAJAS

2.3. El caso en dimensiones bajas

Teorema 2.2. Supongamos que dim 2, = m > 2 y dim Qy = k = 2. Sea h = ||z3||*, con
[ > 0 un nimero real. Entonces el encaje HX(Q) < LI () es compacto para q € (1,2* + 1),
donde T = % min {l, %}

Demostracién. Sean a, 8 € (0,1) y b > 1 nimeros reales. Para v € H}(Q) N CL(Q), de los
lemas 2.2 y 2.4,

iy < A7 o N

e )

(u(a)y* < o (P~ ),

et < COOAP WPV (N
u@F < [l A

o E(V (lul""'Viu))® - ’
2| ()" < 2] P ) [ul" [Vl )

IN

Integrando sobre 2; tenemos que

E B
[ el < e [0 gutwane ([ i) |
o || o Qo

Como (< 1, > 1. Aplicando la desigualdad de Holder con p = tenemos que

Tt o | { VT vre)® (/ ) ] e z( V(' V)T )1 B ( n ((/ ) >/>
||xzuﬂ (v ) B( Iuibﬂwul)ﬁ
= et (L, VOt 1*)1 E(/ juft~ Hw) ,

B

por tanto

/Ql\|9€2|\l!u(x)|b(a+5)§ijﬁ_, (/ (V(Jul" V1) ) (/ - 1|vu|) (2.12)

Hagamos v =  — [. Por un lado,

(L) ([ ) )

= [V([ul""'V1u)[|

LTF Q1)

Del lema 2.5 tenemos que

1-3 a
(/Q (vuuy“vlu))l—ﬁ) = V(" Vi)l oy )SA( g \u|“|v1u|> ,
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esto si _6 < 5, es decir

(m—1)a+mpB <m. (2.13)

Usando esta condicién, a partir de (2.12), tenemos que

D o A
ool < 20 ([ b =wal) ([lval) @
0 H:UQH’Y 0 Q

Integrando (2.14) sobre €

a B
/ () e+ < D [Hﬂ?z”ﬂ(/ |u|"-1|v1u|) (/ |u|b-1|vu\)
Qo J (951 Q
—D(/ - 1|Vu|) / {H:@H-V (/ |urb—1|v1ur) }
con lo que

[letutape <o ([ \u|“|w|)ﬁ /| el | o) |

Aplicando la desigualdad de Holder con p = é tenemos que

Q=

=)L (O ) )
/ joal =) () (et ))
JRCT ) ([ )

. ozl ) ([ o)

IR u)l (/) 1t Hw)w,

b
/N N 7N N /N
9 5~ 5
=
O"
:
<
=
N———
™
s:/—\/\/\

asi tenemos

[teatwres <o ([ =) " ([wa) ™ e
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el cual es una constante, y esto se cumple si == +1 > 1, es decir. = < 2, o equivalentemente
200+ B <2 +1, (2.16)

entonces la expresién (2.15) se reduce a

a+
[l fute SB( / |u|b-1|w|) . (2.17)

Usando la desigualdad de Holder en (2.17) con p = 2, tenemos

[t < ([ a=wal)” h
ol ()

Si 2(b— 1) < 2%, entonces, como n = m + 2, tenemos que

p< Am L) (2.18)

m

entonces de la desigualdad de Sobolev (Teorema 1.3), tenemos que

(o) <e(foe)
</|u|2b 1) = <C/|Vu|2

/|u|2b N < ot (/ |Vu|2)b } (2.19)

A partir de las desigualdades (2.17), (2.19) tenemos que

B atp

(b—1)F =5
Lledituores < se ([ eae) ([ oa)
Q Q Q

b(a+ﬁ)

)

En resumen, tenemos (2.20) si se satisfacen las condiciones (2.13), (2.16) y (2.18). Estas
condiciones son equivalentes a requerir que 0 < a < 1, 0 < f < 1y b > 1 satisfagan lo
siguiente

(2.20)

(m—1a+mp <m
2a+ﬁ<2+l (2.21)
p < 2t

o equivalentemente, a que «, [ cumplan

m(1+1) m—1

O<a< O<p<l-—
a < T &4
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m(1+1)

<a<l,0<pB<24+1— 2.
m+1

1+l . L,
Como queremos que %(—J:) < 1, entonces [ < % Lo que nos queda es elegir la condicion

adecuada tal que av y /3 verifiquen (2.21). Entonces definimos

1
I = min{l,—},
m

y para 1 > 0, hagamos

Y

entonces «, § y b verifican (2.21). Ademads
2(m+1) [m(1+0*)—=n+2—(m— 1)

b —
(a+5) m m+1
2
=—[m+1"+2-1
m
2m+2+10) 29
B m m
2(m+2) 200 2n
o om m o m
2
=27 +7— =
m
Sin—0,bla+p3)— 25 +7. O
Teorema 2.3. Sea dim Q; = m = 1 y dim Qy = k > 2. Supongamos que h = ||z3||’, con

[ > 0 un nimero real. Entonces el encaje H:(Q) < L} (Q) es compacto para q € (1,25 + 7),
donde 7 = min { 25, 2}.

Demostracidn. Sean b > 1y 0 < ¢ < 1 nimeros reales. Para u € H!(Q), de los lemas 2.2 y

2.4 tenemos que
bA;
)l < gt [l

o< ([ 1t v

. CbA; B ¢ B
ua) e < S0 ( uf 1|w|) [ 9
Tl \Un, .

c D — ‘ —
ool < ey ([ 1w} [ el
2 Ql QQ

36




2.3. EL CASO EN DIMENSIONES BAJAS

Hagamos v = k — 1 — [. Integrando sobre €2; tenemos que

A v M [ ) A
ool Jo, |\, o
D _ ¢ _
=i (L) [ e
||£L'2|| o1 Q1 J Q2

D B ¢ B
:W(/ uf Wu\) JEh
2 (951 Q

Integrando la desigualdad anterior sobre €2,

P e A e M W A
Qo J Qo

=0 [ =9l [ el ([ vl |
con lo que

[t <o [ [ e ([ weval) |.
Aplicando la desigualdad de Holder con p = 1 tenemos que
o [t [ [eal= (it 9l) | <o [t (- feal =) (/Q ((/, ub—lw)c)i)C
=0 [ 1wl (el ) L (L )y
=0 [ 1wl (el ) (o)
= ([ taal ) (et

1—c 1+c
Lt <o ([ et ) (] 1wl 222)
Q Qo Q

1—c
Analizando D ( || z2| 1_7)

Asi tenemos
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el cual es una constante si —— + k > 0, es decir. ;== < k, o equivalentemente
ke <141,

entonces la expresion (2.22) se reduce a

1+¢
[ttt SB( / |u|b-1|w|) .
9] Q

Para seguir estimando, supongamos ahora que 2(b — 1) < 2% esto es

Usando desigualdad de Holder con p = 2 tenemos que

Jartwa< () ([ rvae)
Q Q Q

5 e
[eetutep < 5 ([ o) " ([ )
Q Q Q

De la desigualdad de Sobolev (Teorema 1.3) tenemos que

56T 3
() = ()
Q Q
-1
()™ < fow
Q Q

ferzen ()

De las desigualdades (2.26) y (2.27) llegamos a

/ sl Ju(z) 0+ < BOH- ( / |Vu|2)
b(l;c
Lletu@po <a( [ waz)

siempre y cuando las condiciones (2.23) y (2.25) se satisfagan.

asi,

14c

Definimos
I"=min{l,k—1},
21*
E—1’

38
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1+ —n
= p ,
2k
b=——
k-1
donde 1 es un nimero positivo pequeno. Tales ¢ y b satisfacen las desigualdades (2.23) y
(2.25). Con esto

Cc

2k 140 —
bﬂ+m%:k_1(1+ +k n>

2k (k+1+1"—n
k—1 k
2k +1410"—n)

k
242k 20 2

_k—1+k—1 E—1

Sin—0,b(14c)— 2" +7. m
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Capitulo 3
RESULTADOS

En este capitulo enunciaremos los resultados obtenidos en nuestra investigacion.

3.1. Conceptos previos

En esta seccién presentaremos las notaciones y el material de fondo que utilizaremos a
continuacion.

Definicién 3.1. Sean G un grupo y X C R". Decimos que X es G-invariante si gr € X
para toda v € X, g € G.

Definicién 3.2. Una funcion h: X — R es G-invariante si h(gz) = h(z) para toda x € X,
geG.

Definicién 3.3. Para G un grupo y x un punto en €2, denotamos por
O ={9(x) : g € G}
la orbita de x bajo la accion de G.

Denotamos por O(n) el grupo ortogonal de dimensién n. Si G denota un subgrupo compacto
de O(n), y dado un conjunto abierto Q de clase C'!, establecemos

L% () ={ue LP(N) :uog=u,Vg € G}

1
p
el 0y = ( / \urp) .

A continuacién, damos la siguiente definicién, la cual también se puede encontrar en [13],
[12].

con la norma usual

Definicién 3.4. Para p > 1 un numero real, n y k dos enteros positivos, con n > 2 y
0 <k <n-—1. Escribimos el exponente critico de Sobolev p; = p*(n, k,p)

« {M st n—Fk>p,

— n—k—
Pr oo st n—k<q.
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Podemos observar que p; > p*, y si k = 0, tenemos el exponenete critico convencional.

Tomando €2 = €7 x 5 con las condiciones descritas en el capitulo 2; y consideraremos G
un subgrupo compacto de O(m) actuando en ;. Denotamos por

={ue€ H;(Q) Vg € G,u(gry, x2) = u(xy, z2)}.

3.2. Lemas principales

Para los siguientes resultados, retomaremos la definicién 2.1. A continuacién, enunciaremos
una propiedad fundamental del mismo. Para ver esta propiedad de nuestro operador
involucrando la accién de grupos, necesitaremos el siguiente resultado que se enuncia a
continuacién, cuya prueba se encuentra en [12]

Lema 3.1 (Hebey-Vaugon, 1997). Sea Q un variedad acotada de clase C* en RN, y sea G un
subgrupo compacto de O(N). Sea x € Q y sea 6 = dimO¥f. Supongamos que § > 1. Entonces
existe una carta coordenada (A, ) en x tal que:

1. ¢(A) = U XV, donde U es un subconjunto abierto de R® yV es un subconjunto abierto
de RN-9,

2. Para todo y € A, U x Hy(é(y)) C #(OL N A), donde 1T, : R® x RV=9 — RN~ ¢5 [a
sequnda proyeccion.

Lema 3.2. Sean Q un conjunto acotado de clase C', con dim Q = N, G un subgrupo

compacto de O(N) actuando en Q y k = min,q dim OF. Entonces ezxiste una constante

positiva C' tal que, para toda u € LY, () y para 1 <r < ?\E],V—;j;; se cumple que

IV (u)llzr@ < Cllullzz, @)
donde V es el operador de la definicion 2.1.

Demostracion. Por el lema 3.1 tenemos que €2 es cubierta por un numero finito de cartas
(A, ¢1) con ¢; es un difeomorfismo de clase C! para cada | = 1,2,...,m, y ademaés:

1. ¢1(A;) = U; x V;, donde U; es un subconjunto abierto de R% y V; es un subconjunto
abierto de RN=% con 6, € Ny & > k,

2. U; y V; son acotados, y V] tiene frontera suave,

3. Para todo y € A;, Uy x Wy(dy(y)) C ¢(O% N A;), donde Il : R% x RN — RN=% ¢g
la proyeccion sobre la segunda coordenada.

Consideremos €, el cual es compacto pues € es acotado. Sin perdida de generalidad
supongamos que ¢; esta definida en un conjunto abierto y acotado Al de clase C*, con
A, C A, y tal que gbl(Al) U xViconU, cU yV, C V, con U y 14 conjuntos ablertos
acotados y de clase C, es decir, ¢, : 4, — gbl(Al)
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De lo anterior, dado que A; es compacto y ¢; es un difeomorfismo de clase C', ¢;(4;) es
compacto y det(¢; ')/ (x) es continua sobre ¢;(4;), con lo que alcanza su maximo y minimo,
es decir, para cada [ = 1,2, ..., m, existen nimeros reales positivos C; y D, tal que

Cy < |det(¢; ') (2)| < Dy (3.1)

Sea u € L7,(Q). de acuerdo con el punto 3, y dado que u es G—invariante, se tiene que
para cualquier [, cualesquiera x,2’ € U, y cualquier y € Vi, u(¢; ' (z,v)) = u(e; (2, y)).
En consecuencia, para cualquier | existe @ € LP(R™™%) tal que para cualquier x € U y
cualquier y € V,

u(y (@, y)) = wly). (3.2)

Tenemos que para cualquier [ y cualquier nimero real p > 1,
(@)l dv = / [u(ey (01, v2))[P|det (¢ 1) (01, v2)] dvy doy
Al UZXVZ
< Dl/ u(¢y ' (v1,02)) [P duy dus
UlXVl
= Dl/ dU1 |ﬂl(1)2)|p dUQ
U, Vi

= D1|Ul| |1~Ll(1}2)|p d’UQ
1%

= DZ<UZ) |t (v2) [P dua,

Vi

donde D; y D, son constantes positivas las cuales no dependen de u. Por tanto,

( N lu(z)[? dm); < E ( g |y (va) P dUQ)’l’ . (33)

Similarmente, se tiene que para cualquier [ y cualquier p > 1,

( N lu(x)P dz):’ > () ( : iy (v2) [P dw)

donde (] es una constante positiva la cual no dependen de .

Sean p > 1y r > 1 tal que 1 = &=L 4 }D — 1. Denotemos por h(y) = V(u)(y). A

vV
partir del lema 2.3, con A = N — 1, dado que u € L%,(2), y para toda g € LL(Q) con ¢ > 1
y % + % =1, se tiene que existe K(p,q, N) tal que

/Q B9 () dy < K, 0. N ullzz o lols .

Por el teorema de representacion de Riesz, tenemos que L (Q2) = LqG/(Q) = (L&), v
existe v € (L§(Q2))* tal que [|h]| 1) = Hh”Lg’(Q) = [[vll(zs,())» por lo tanto h € L ().
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A partir de lo anterior, usando un argumento similar, dado que h € L7(2). con lo
que h es G—invariante, se tiene que para cualquier [, cualesquiera uy,u] € U, y cualquier
uy € Vi, h(¢; ' (ui,ug)) = h(¢; ' (uf,uz)). En consecuencia, para cualquier [ existe
h € L"(RN=%) tal que para cualquier u; € U; y cualquier us € V,

R (1, 02)) = Tu(a). (3.4)

Tenemos que para cualquier [ y cualquier niimero real p > 1,
Ih(y)leyz/ (7" (ua, ua))|"|det (6 1) (ur, uz)| duy dus
Ay U;xV;
S Dl/ |h(¢l_1(U1,U2))|r dU1 dUQ
UlXVl

= Dl/ du1 ‘BZ(UQMT dUQ
U, Vi

DU [ [u(us)|” dus

Vi

= Dy(U) [ |hlug)|” dus,

Vi

donde D; y D, son constantes positivas las cuales no dependen de h. Por tanto

T

< N Ih(y)|’“dy)i <F ( : [y (us)|" du2> (3.5)

Dado que h € L"(RN=%) vy dadas p > 1 y r > 1 descritas anteriormente, a partir del lema
2.3, con A =N — & — 1, dado que @ € LP(RN=%), y para toda g € LYRY"%) con ¢ > 1y
% + é = 1, se tiene que existe K(p,q, N — ¢;) tal que

[ )30 dy < KN = 8-l e,
—9

Por el teorema de representacion de Riesz, tenemos que [:’"(RN “0) = L[A(RN-%)
(LYRN-))*, y para toda 0 € (LIY(RN%))*, 1Al e @v-ary = 1Bl o @iv—ery = 110l (La@rv-s1))»-
En base a esto, de la desigualdad de Holder tenemos que

/ h()3() dy < 1ol gev—so 1] pagav—
RN*&[

= ||1~’ |(Lq(RN—5z))* gHLq(RN_él)

|
<K(pgqN - 6l)”ﬂHL"(RN751)HQHLQ(RN*f‘z)v

con lo que
17l rrv-ory < K(pygs N — 0) ||| 1o v -a0)- (3.6)
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Usando la desigualdad (3.6) tenemos que

( A @)l dy)i <F </Vl |hu(ug)|" du2>i

< K ( i (a)]? dv2) '

Vi

Si N — §; > p, entonces para cualquier 1 < r < % tal que para cualquier u € L7,

( i rh<y>|’"czy)i < i )
<EK (/w |t (v2) |” dvz>;

A .
< =K Pd .
< ( [ o) )

Asi tenemos que N — 6, < N — k, con lo que p*(N, d;,p) > p*(n, k,p). Ademés, como (A;, ¢;)

S|

es una cubierta para 2, si X = U Ay, entonces

([ 10t |dy) < /\<y>|foly)i |
([ sore)

( ()P dx)’l’
( 3 lu(z)|? dx>’1’

VS

IN

IMS T Mg ||M3

(3.7)

=

Ademas

il .2 =00 ( A (@)l dx); < Ki(p, ¢, N = &) (/Q u(z)|? dm>;

m

g}m(p,q,zv—m (f |u<x>|pdx)’l’ <> fipa v - ([ |u<x>|qu)‘1? .4

=1

gm(p,q,N —5) ( [ lu@p czx)’l’ <A ( [ Ju@r da;>’1’.
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Asi, de las desigualdades (3.7) y (3.8) se tiene que

([ 1nts ydy)gi (o, q,m (Alru<x>|pda:);
<o/ \u(w)\pdx)’l’,

IV @)ler@) < Cllullz,@)- (3.9)

es decir

3.3. Principales resultados y sus pruebas

Para el estudio de los siguientes resultados, primero observaremos lo siguiente. Sean

2 (=) -y oo
y
2 2(j —2) 4 - 2)
wzn—k‘—2(m—k):(m—k)(n—k:—Q)' (3:11)

Veremos que ocurre con
45 —2)mn—2) —4(j —2)(n — k — 2)(m — k).

45-2mn—-2)—4( —-2)(n—k—-2)(m—k) = m(n —2)—(m—k—2)(m — k)]
mn — 2m — (nm — km — 2m — kn + k? + 2k]
mn — 2m — nm + km + 2m + kn — k* — 2k
km 4 kn — k? — 2K]

k(m+n—2) — k%,

y4(j—2)[k(m+n—2)—k* > 0siysélosi 0 < k < m-+n—2. Como estamos considerando
1 < k < n, bastara con pedir que m > 2 para que n +m — 2 > n, y con esto tener que
4(j —2)[k(m+n—2) —k? > 0, probando que ¥ > 7. En base a esto, enunciamos el siguiente
resultado.

Teorema 3.1. Sean dim 1y = m > 2 y dim Qs = j > 3, G un subgrupo compacto de

O(m) actuando en Q; y k = min dim OF. Supongamos que h = ||zs||', con I > 0 un
e

niimero real. Entonces el encaje H} () — Lj(Q) es compacto para q € (1,25 + 1), donde
T=—2 min{wﬁ) l}
n—k—2 m—k ’ :
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CAPITULO 3. RESULTADOS

Demostracion. Sean 0 < a <2y 0 < b < 2 nidmeros reales. Para u € H; (1), de los lemas

2.1y 2.4,

v :
ol < — 2 ([ )
ool o,

[u(z)|* < CY(V(Viu))?,
C*CY(V (Vyu))®

[SIISH

Ju(2)]*+* < vy [Vul?
|22l
. C*Co(V (V1u))® 3
||x2||l|u<$)| < I ”b(] 2) 4 ( |VU|2
2

Hagamos v = (] 2 . Ast

o || ()|t < B(V(Viu))® (/Q2 |Vu|2)2

o

2|

Integrando (3.12) sobre €y

[ e < 2 [ ([ \wz)g] _

Aplicando la desigualdad de Holder con p = % tenemos que

oy (07 (o) ] < s (Vv

2-b

- o (/Qfml“

[ telfute >|a+b_ﬁ(/m<v<vlu ) (/ rw)

Analizando el lado derecho de la desigualdad (3.13) vemos lo siguiente:

</“1(V(V1u>>22ab> ’ B <(/Ql(v(v1u>)5a,,> )

= V(T

asi
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3.3. PRINCIPALES RESULTADOS Y SUS PRUEBAS

Del lema 3.2, con u = Viu y p = 2, tenemos que

2—b a
w2 3
2-0b — “ 2a < 2
([ wwan®) " =W, <a [ war)
esto si 2% < %Tk__k;, es decir
(m—Fk—2)a+ (m— k)b <2(m— k). (3.14)

Usando esta condicién, a partir de (3.13), tenemos que

a b
B 3 3
2| () *+" < A (/ \V1U|2> (/ !VU|2) : (3.15)
(971 Hx2H7 0 Q

Integrando (3.15) sobre €y

a b7
[ [ Il <o [ [uxw ([ k) ([ a)
Q2 J Q2 951 Q

-o(/ |W|2>g | [szuﬂ (f | \vluﬁ);_ ,

con lo que

[t <o ([ \w)g /| [rmuv (f | ywy?)g] |

Aplicando la desigualdad de Holder con p = % tenemos que

(] |w2)% /. {Ilmll_” (/1) g] <D

asl tenemos

—a a+b

Lt <o ([ 2 |\x2u2‘23)22 ([reur) " (3.16)
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CAPITULO 3. RESULTADOS

2—a

9\ 2
Analizando D (/ Ha:2H2—2a)
Qo

con lo que esta integral es finita si y sélo si % +7 > 0, es decir. f%a < 7, 0 equivalentemente
ja+ (7 —2)b<2(j+1), (3.17)

entonces la expresion (3.16) se reduce a

a+b
/||x2|| u(z ]“+b<A(/|Vu\2) . (3.18)

Para concluir, tenemos (3.18) si se satisfacen las condiciones (3.14) y (3.17). Estas condiciones
son equivalentes a requerir que 0 < a < 2y 0 < b < 2 satisfagan lo siguiente

(m—k—2)a+ (m—k)b<2(m—k) (3.19)
ja+(j—2)b<2(5+1), '
o equivalentemente, a que a, b cumplan
0<a< (m—k:)(l—'{—Q) 0<b< Q(m—l{:)—(m—k:—Q)a7
(m—Fk)+j—2 m—k
—k)(l+2 20 4+10) —3
(m )+ )< <2, 0<b<w.
m—k+j—2 j—2
Como queremos que (m=k)(+2) - 2, entonces [ < Lo que nos queda es elegir la condicion

m—k+j—2
adecuada a y b que verifiquen (3.19), tal que a + b se aproxime a 2* + 7. Entonces definimos

27 —4
I = [, ——
mln{ —k}

o
T m—k+j—2
Si m > 3, tomamos I’ € (0,1*), tal que
(m —k)(I' +2)
C om—k+j-2
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3.3. PRINCIPALES RESULTADOS Y SUS PRUEBAS

2=l (m —k)
o om—k+j—2
entonces a y b verifican (3.19). Ademés

(m—k)I'+2) 2 +1)—U'(m—k)

b

Y

b= T2 m—k+j—2
_2(m—k)+25+20
o om—k+j—2
2(m —k + ) 2
T m—k+j—-2 m-—k+j—2
2(n — k) 2

n—k—2 n—k—2

Sil" — [*, entonces a + b — 2* + 7.

Sim = 2, dado que 1 < k < m, entonces £k = 1. Con esto, tomando la misma

I € (0,1%) del caso anterior, tenemos que % < 2. Ademas, tenemos que

U2
=T
25+
j=17

a

b:

U'+2 2410
. + =
j—1 j-1
U242+
— 1
2425420

a+b=

242 A
T

Sil' — I*, entonces a +b — 2} + 7.

Finalmente, para concluir que el encaje es compacto, podemos seguir un procedimiento
similar para la demostracién del teorema de Rellich - Kondrachov (véase Teorema 1.6). Este
mismo argumento también se aplica al teorema 3.2 que veremos a continuacion. O

El método utilizado para probar el teorema 3.1 no funciona para casos de baja dimensién.
El siguiente resultado estan destinados a manejar este caso. Para esto, primero observemos

lo siguiente. Sean
2 (1 2
2(1)-2 .



CAPITULO 3. RESULTADOS

y
¢:2(m+1)(n—k)+ 2(m + 1) ~ 2n—k)

m(m —k+1) m(m—k)(m—-—k+1) n—k—2 (3.21)
_2(m+1)(m—k+2) 2(m+1) _2(m—k+2) '
 m(m—k+1) m(m —k)(m —k+1) m—k

Simplificando ) obtenemos que
w_Q(m+1)(m—l{:+2)+ 2(m+1) 2(m-—k+2)
 mm—k+1) m(m —k)(m —k+1) m—k
_ 2(m+1)(m—k)(m —k+2)+2(m+1) —2m(m—k+1)(m —k+2) (3.22)

m(m —k)(m —k+1)
_4km® +2m + 2k* — 4k + 2
 mm—k)(m—k+1)

Afirmamos que ¥ > 7. Para mostrar esto, basta con ver que
m?(4km? 4 2m + 2k* — 4k +2) — 2m(m — k)(m — k + 1) > 0.
Asi,

m?(4km? + 2m + 2k* — 4k + 2) — 2m(m — k)(m — k 4+ 1) = 4km* + 2m3 + 2k*m? — 4km?

— 4km?® + 2 — 2m(m® — km
+m —km+k* — k)

= 4km* 4+ 2m® + 2k*m? — 4km?
— 4km? 4 2 — 2m® + 2km?
—2m? + 2km? — 2mk* — 2mk

= 4km* 4 2k*m? — 2m? — 2mk?
+2mk + 2

= k*(2m~2m) + k(4m* + 2m)
— (2m* - 2)

> 0,

ya que 2m?—2m > 0, 4m*+2m > 0y k > 1, ademds k*(2m~2m) +k(4m*+2m) > (2m?*—2)
si y s6lo si m > 2. Con esto, probamos que 1) < 7. Por lo tanto, dado que 2* < 2}, podemos
concluir que 2* + 7 < 27 4+ 9. Con base en este argumento, podemos enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 3.2. Supongamos que dim 2y = m > 2 y dim )y = j = 2. Sea G un subgrupo
compacto de O(m). Sea h = ||z2||', con | > 0 un niimero real. Entonces el encaje H} () <
L1(2) es compacto para q € (1,25 + 7), donde

2k(n — k) 2(m+1) . 1
m(m —k)(m —k+1) m(m—k:—i—l)mm{l }

T=—
"m—k
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Demostracion. Sean a,f € (0,1) y b > 1 niimeros reales. Para u € H_,(Q) N C}4(Q), de
los lemas 2.2 y 2.4,

B B
(@) < &) ( |u|“\w)

21

(Ju(@)")* < C*(V (Jul” v )%,
|U(£L’)|b(a+ﬁ) < Ca(bAk) ( (‘u’b 1V1u)>a (/ |u|b—1|vu|)6

B 2 ]?

o E(V([ul'~'Vu))® . g
2o () [Pt < - ul*=Vul )
EN .

Integrando sobre €2; tenemos que

B B
[ atfatore < o [\ @y ([ o) |-
o) [l 2z2]] o) Qs

Como ( < 1, > 1. Aplicando la desigualdad de Holder con p = 1 tenemos que

nzzﬁﬁl/n[ V(a9 ([ 1l vul) ]II et (1o ﬁ) ( <( '“'bl'v“)ﬁ>é>ﬁ
:#( (V(jul*~ 17 1) *f)l B(/Q /Q ful> 1|Vu|)
= e (f, ot ) (f )

por tanto

[ telfute >|b<a+ﬁ>_HxET(/m< (o9 10) ) (/ - 1|Vu|) (3.23)

Hagamos v = 8 — [. Por un lado,

</‘“(V(|ulb_lvw)w)l_ﬁ - (( / 1<v<|u1b-1vlu>m)lf)“

= [V([ul"'Viu)[|%

LT Q)

Del lema 3.2, con v = Vyju y p = 1, tenemos que

VOl vy = (- a7 ey o A ([ W)
o5 951

esto si Tﬁg 1 1 es decir

am—k—1)+p(m—k) <m—k. (3.24)
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Con esta condicién, a partir de (3.23), tenemos que

D « A
[ el fute < ( |u|b-1|v1u|) ( / |u|b—1\w|) .
0 ||x2||,y 01 Q

Integrando (3.25) sobre €y

o B8
[ [ ealitu@pes < p [ng”—v ( / |u|b—1|v1u|) ( / |u|b-1|w|)
Qo JO Qo 0 [¢)
b—1 g b—1 “
=D(/ |u|-|w|) / [Hmn-w (/ |u|-|v1ur)]
9] Qo 91
con lo que

[l <o ( [ \u|“\w)ﬁ /| el ([ | \u|“\v1ur)a] |

Aplicando la desigualdad de Hélder con p = é tenemos que

(3.25)

J

D ( / mbﬂw)ﬁ / 2 [umn—v ( / | |u\b—1|v1u‘ﬂ <D ( [ ,u|b_1wu‘)ﬁ ( i x)
(L))

asl tenemos
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l1—a
Analizando D ( || z2| fa)

Q2

R

= 2wy / ti=at dt
0
—L+2 |R

1

= 2&)2 — Rﬁ+2,
i t2
y esta integral es finita si y sélo si = +1 > 1, es decir. 7= < 2, o equivalentemente

20+ <2+, (3.27)

entonces la expresion (3.26) se reduce a

a4+
[l el SB( / \ur“|w|) . (3.28)

Usando la desigualdad de Holder en (3.28) con p = 2, tenemos

a+p3
Lettuta e < 5 ([ o)
Q Q
< ([ur) " ([ )
Q Q

Si2b—1) < %, entonces, como n = m + 2, tenemos que

b< W (3.29)

entonces usando el teorema de encaje de Sobolev, tenemos que si 2(b — 1) < 2% entonces

( |u‘2(b1)) SC/ |vu’2
Q Q
b—1
/|u\2<b—1> <! (/|Vu|2) . (3.30)
Q Q
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A partir de las desigualdades (3.28), (3.30) tenemos

atp

(bfl)aTJrB 2
[ttt < pov ( / |Vu|2) ( / |w|2)
Q Q Q

bt (3.31)

:A(KNVMﬁ.

En resumen, tenemos (3.31) si se satisfacen las condiciones (3.24), (3.27) y (3.29). Estas
condiciones son equivalentes a requerir que 0 < a < 1, 0 < f < 1y b > 1 satisfagan lo
siguiente

am—k—1)+8(m—k)<m-—k

204 <2+1 (3.32)

m

o equivalentemente, a que «, [ cumplan

(m—k)(1+1) m—k—1
0 < 0 1 —
Sas m—k+1 "~ << m—k
—k)(1+1
(m = k)( Jr)goz<1,0<ﬁ<2+l—204.
m—k+1

Como queremos que % < 1, entonces [ < ﬁ Lo que nos queda es elegir la condiciéon

adecuada tal que av y /8 verifiquen (3.32). Entonces definimos

1
I =min{l,——
mm{,m_k},

2k(n — k) 2(m+1)
m(m—k)(m—k+1)  mm—k+1)

\1
|

lr,

y para 1 > 0, hagamos

(m—Fk)(14+1*)—n
m—=k+1

Y

2 (m—k— 1)
N m—=Fk+1 ’

p

2(m+1)

)

b:

m

o4
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entonces «, [y b verifican (3.32). Ademas

b+ B) = 2(m+1) _(m—k)(1+l*)m—_nl;kfl—(m—k—1)[*}
C2mA+1) [m—k4+1 427
om i m—k+1 }
_2(m+1) _m—k+2+ [* B n ]
m m—k+1 m—-k+1 m—-Fk+1
(m=+1) [ 2(n—k) 20 2n
om {m—k—i—l m—/{:—i—l_m—k—i-l]

_2(n—k) 2(n—Fk)  2n—k)(m+1)
n—k—2 n—-k—2 mm-—k+1)
2(m+1) o 2(m + 1)n
m(m —k+1) m(m —k+1)
2(n — k) 2(m+1) 1
_n—k—2+2<n_k)[m(m—k—i—l)_n—k—Q}
2m+1) 2(m+1)n
mm—k+1)  mm—k+1)
_ 2(n—k) 2k(n — k) 2(m+1) 2(m+1)n
T n—k—2 mm—k(m—k+1)  mm—-k+1) mm—k+1)
] 2(m+1)n
:2k+7_m(m—k:+1)'

Sin—0,bla+p) =25+ 7.
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CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo permite arribar a las siguientes
conclusiones. Nuestro objetivo aqui fue el estudio de encajes de Sobolev, generalizando los
resultados de Wang [19] haciendo uso de algunos resultados obtenidos por Hebey y Vaugon
[11]. Dicho objetivo se logré a través de este método. En primer lugar, se traté los encajes
de Sobolev en un dominio regular acotado con simetria cilindrica. Este dominio lo tomamos
asi: sea 2 = Q; x Qs en RY; donde Q; es un conjunto acotado de clase C' en R™, y Q,
es una bola de radio R con centro en el origen en R’. Posterior a esto, involucraremos la
acciéon de los grupos, haciendo actuar un subgrupo compacto G del grupo ortogonal de
dimensién m en €2y, y en base a esto, se considero la dimensién de la érbita del grupo G, la
cual se denotd por k y se tom6 k > 1. Con esto, definimos el espacio de Sobolev HS{G(Q),
el cual es un subconjunto del espacio H! planteado por Wang. Posterior a esto, Ademaés,
involucrando la parte radial en €y, con una funcién h(zs) = ||z2||' con x5 € Q5 y I positivo,
tomamos el espacio de Lebesgue con peso h sobre €, el cual denotamos por Lf(2). Con
nuestros resultados de encajes, se mejoraron los resultados de Wang, es decir, se encontrd
un nimero positivo ¢ = ¥ (h,m,j, k) tal que el encaje H},(Q) — Lj(Q) es compacto
para todo ¢ € (1,2; + 1), y dado que 2; + ¢ > 2* + 7, el intervalo del exponente ¢ es de
mayor longitud, mejorando los resultados de encaje ya existentes. Con base a lo anterior, se
mejoraron los resultados previos, y mas ain, creamos un nuevo encaje.

Esta conclusién, a su turno, abre la puerta, principalmente para poder aplicar estos

nuevos teoremas de encaje a la resolucién de problemas de Ecuaciones Diferenciales
Parciales; y también, a seguir mejorando dichos teoremas de encaje.
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